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1 Modelos de teorias de colas y lineas de espera

1.1 Caracteristicas de un sistema de colas

1. Llegadas o entrada al sistema

Se consideran los siguientes pardmetros

EL TAMANO DE LA POBLACION: Se dividen en ilimitados (esencialmente
infinitos) o limitados (finitos) cuando las llegadas se toman de una pequefia
poblacién.

EL PATRON DE LAS LINEAS DE ESPERA: Pueden seguir algiin patrén cono-
cido o llegar aleatoriamente.

EL COMPORTAMIENTO DE LAS LLEGADAS: Es la decisién que quien esté
en linea de espera (a recibir el servicio), eludir (no entrar en espera) o rehusarse
(desistir de la espera).

2. Disciplina de las lineas de espera

Explica el método usado para determinar el orden con el cual se atiende a
los clientes. La disciplina més comun es la disciplina FCFS (First Come First
Served) es decir, al primero que llega se le atiende primero. En la disciplina
LCFS (Last Come First Served) el tltimo en llegar, es primero en salir. Las
llegadas mas recientes son las primeras en entrar al servicio. El orden, no afecta
la llegada de los clientes se le denomina disciplina SIRO (Service In Random
Order).

3. La cola o linea de espera

Son limitadas o ilimitadas, existe una disciplina en la cola, se refiere a la
regla de atender al cliente que esta en linea, el cual recibird el servicio.

4. La instalacién del servicio

Se sugieren dos propiedades bésicas

a) Configuracion del sistema de servicio

Dependiendo del servicio se divide en: sistema de un sélo canal, con un sélo
servidor, o multicanal con dos o mds servidores, el segundo se trata del sistema
de una sola fase, donde se recibe el servicio en una sola estacién. El sistema
multifase; se recibe el servicio en diferentes estaciones.

b) El patrén de los horarios del servicio

Pueden ser constantes o aleatorios.

1.1.1 Notaciéon de Kendall

Esta notacién tiene la siguiente forma

Distribucién de llegadas/Distribucién de tiempos de servicio/Nimero
de canales de servicio abiertos

Donde:

M = Distribucién de Poisson del nimero de ocurrencias
D =Tasa constante (deterministica)

G = Distribucién general con media y varianza conocidas
FE;, = Distribucién Erlang con pardmetro k



G1I = Distribucién general independiente

H = Distribucién hiperexponencial

¢ = Nuimero de servidores

d = Orden de atencién a los clientes

Asi, un modelo de un sélo canal con llegadas de Poisson y tiempos de servicio
exponenciales se representaria de la siguiente manera.

M/M/1
Para agregar un segundo canal se expresa de la siguiente manera.

M/M/2

1.2 Modelado de procesos de llegada y servicio

1.3 Modelo de un sélo canal, una fase para poblaciones
finitas e infinitas

Tiene siete condiciones

1. Las llegadas se atienden sobre una base de PEPS (Primeras Entradas
Primeras Salidas).

2. Cada llegada, espera a ser atendida independientemente de la longitud
de la fila, es decir, no se elude ni se rehusa.

3. Las llegadas son independientes de las llegadas anteriores, pero su nimero
promedio no cambia a lo largo del tiempo.

4. Las llegadas se describen con una distribucién de probabilidad de Poisson
y provienen de una poblacién infinita o muy grande.

5. Los tiempos de servicio, también varian de un cliente al siguiente y son
independientes entre si, pero se conoce su tasa promedio.

6. Los tiempos de servicio ocurren de acuerdo con una distribucién de prob-
abilidad exponencial negativa.

7. La tasa de servicio promedio es mayor que la tasa de llegadas promedio.

Hasta que se cumplan las siete condiciones, se puede desarrollar una serie de
ecuaciones que definen las caracteristicas de operacién de la cola.

1.3.1 Ecuaciones de colas

= nimero medio de llegadas por periodo
A dio de llegad d

@ = nuimero medio de personas o articulos que se atienden por
periodo

1. El nimero promedio de clientes o unidades en el sistema, L, es decir, el
numero en la fila, mds el nimero que se estd atendiendo.
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2. El tiempo promedio que un cliente pasa en el sistema, W, es decir, el
tiempo que pasa en la fila més el tiempo en el que se le atiende.
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3. El nimero promedio de clientes en la cola, Lq.

D G S
Lq_u(u—k)_L P

4. El tiempo promedio que pasa un cliente esperando en la cola Wq.

A L
Wo= =%

5. El tiempo promedio de servicio (inverso de la tasa de servicio p).

We=W-W,=1

6. El factor de utilizacién del sistema p (letra griega rho), es decir, la prob-
abilidad que se esté utilizando la instalacién de servicio.

= I

p:

7. Porcentaje de tiempo ocioso, pg, es decir, la probabilidad de que nadie
esté en el sistema.

—1_2A
po=1-47

8. La probabilidad de que el nimero de clientes en el sistema sea mayor que
k’, P’n>k-

P(n>k) = (%)kJrl

9. Probabilidad de que un cliente permanezca ¢t unidades de tiempo en el
sistema.

Ptzeit/w

10. Probabilidad de que un cliente permanezca ¢t unidades de tiempo en la

linea de espera.
Pqt _ peft/w

Ejemplo 1. Los representantes del servicio a clientes reciben un promedio de
1625 llamadas por hora. Un representante del servicio a clientes puede atender
un promedio de 30 llamadas por hora. Se cuenta con 66 representantes para el
servicio al cliente.

a) Determine el valor de las ecuaciones de colas para el problema.

b) Encuentre la probabilidad de que una llamada entre y no pueda ser aten-
dida, y la probabilidad de que no esté siendo atendido ningun cliente.

c¢) Encuentre la probabilidad de que existan mds de 7 personas en el sistema.

d) Probabilidad de que un cliente permanezca 10 minutos en el sistema.



e) Probabilidad de que un cliente permanezca 15 minutos en linea de espera.

Solucién

a) Lo primero que tenemos que revisar, es el valor de los pardmetros a
emplear en el sistema de colas, estos son los valores de A y u. El nimero medio
de llamadas que llegan al servicio en el periodo de una hora es de 1625, este
dato lo representamos con A por tanto...

A =1625

Otro dato que se proporciona, es el nimero medio que se pueden atender en
el perido de una hora, este dato se representa con la letra u. El texto menciona
que son 66 representantes y cada representante atiende 25 llamadas en una hora;
el total de llamadas atendidas es de...

1= 25 (66) = 1650

Una vez identificado A y p se pueden calcular los valores de las caracteristicas
de operacién de la cola. La primera caracteristica es L que es el nimero de
clientes que se encuentran en todo el sistema de colas cuya férmula es ...

A
=
Sustituyendo los valores de A = 1625 y u = 1650 se tiene...
I 1625
1650 — 1625
1625
25

= 65

Lo que nos dice que en promedio 65 llamadas se estan atiendo.

La segunda caracteristica es W; tiempo promedio que un cliente pasa en
todo el sistema de colas, si desconocieramos el valor de L esta caracteristica se
calcula...

1
=
Sustituyendo los valores A = 1625 y p = 1650...
1
W= 1650 — 1625
1
W = —
25
W = 004

Este resultado se encuentra en la unidad tiempo de hora, si quisieramos
saber a cudntos minutos equivale multiplicamos por 60...

0.04 (60) = 2.4



Esto quiere decir que desde el inicio de la llamada, hasta que se termina,
demora 2.4 minutos. Si utilizamo el valor L la férmula para W es...

L
W=—
A
Lo sustituimos L = 65 y A = 1625...
65
Vo= 6
_ 1
25
= 0.04

Mismo resultado, con lo que se comprueba que las férmulas son equivalentes.
La siguiente caracterfstica de operacién es L, que es el nimero de clientes
en la cola cuya férmula es...

)2
Lg= ——
(e — A)
Considerando los valores A = 1625 y p = 1650 se tiene...

. (1625)

1 1650 (1650 — 1625)
I 2640 625

7 1650 (25)
I 2640 625

T 41250

4225

L, = —/—

a 66

L, = 64.0152

Por lo que el nimero de clientes en la cola es de 64.0152.
W, es la siguiente caracteristica a calcular, esta nos indica el tiempo prome-
dio que pasa un cliente esperando en la cola y su férmula es...



Sustituyendo A = 1625 y p = 1650

1625
W —
a 1625 (1650 — 1625)
1625
Wy = —/——=
! 1650 (25)
1625
Wa = 41250
13
Mo = 55
W, = 0.0394
Una forma alterna de calcular Wy es...
L
W, = =2
Se tiene que L, = 64.0152 y A = 1625 ...
64.0152
Wo = e
= 0.0394

Mismo resultado que con la férmula anterior de W, con lo que vemos que son
equivalentes. Y 0.0394 (60) = 2.364 minutos son los que pasa un cliente en la
cola.

La tltima caracteristica del sistema de colas es Wy, tiempo promedio de
servicio...

We=W —-W,
Considerando W = 0.04 y W, = 0.039%4...
Ws = 0.04 —0.0394
= 0.0006

Si no se tiene calculadas W o W, se puede calcular W, mediante...
1
Ws =—
I
Debido a que p = 1650

1

Ws = 1650
— 0.0006

b) En este inciso se nos pregunta la probailidad de que todo el sistema esté
ocupado, mismo que se calcula mediante...

p:



De A = 1625 y p = 1650 se tiene...

1625
P = 1650
_ 65
P = %6
p = 0.9849

Asi el sistema est4 acupado 0.9849 o 98.49% del tiempo. El tiempo de ocio est4
dado por...

Py, = 1-0.9849
Py, = 0.0151
Asi la probabilidad de que el sistema se encuente libre es 0.0151 o, 1.51% del
tiempo.
¢) La probabilidad de que existan mds de k clientes (llamadas) en el sistema
€s...

A
Pn —_ (2 k+1
(n>k) (,U)

Para encontrar la probabilidad de que existan mas de 7 clientes en el sistema
consideramos k =7, A = 1625 y u = 1650

1625

P>y = (@)7-’,—1
65 °
Pops>ny = (@)
= 0.885

Este resultado, nos dice que existe el 88.5% de que exitan m4s de 7 clientes en
el sistema.

d) La probabilidad de que un cliente permanezca ¢ unidades de tiempo en
el sistema es...

Ptze_t/w

Para nuestro caso tenemos ¢ = 10 minutos, debido a que "t" se encuentra en
minutos, tenemos que considerar a w también en minutos, por lo que w = 2.4;
el célculo de la probabilidad queda...

Py = e 10/24
= 0.0155
La probabilidad de que una llamada demore 10 minutos en el sistema es de
1.55%.

e) La probabilidad de que un cliente permanezca 15 minutos en la linea de
espera...



P, = pe t/v

El dato que se quiere analizar es ¢ = 15 minutos, asf w = 2.4, p = 0.9849 y
sustituyendo se tiene...

Pps = 0.9849¢710/24
0.0153

Con lo que la probabilidad de que un cliente permanezca en linea de espera
son 15 minutos: 1.53%.
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